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Ozet: Bu calismada k. dereceden genellestirilmis Fibonacci gizgelerin kenar sayist, diiz-
lemselligi, ¢api, yaricapi, merkezi, kalinlif1 ve cevresi gibi cesitli 6zellikleri incelen-
mis ve genellestirilmis Fibonacci cizgelerin kromatik polinomlar1 yardimiyla kromatik

gizigeler, sayilart ve kromatik indeksleri hesaplanmigtir. Ek olarak genellestirilmis k. dereceden
Baghlik boyama Fibonacci cizgelerin baglilik kromatik sayilar1 da elde edilmistir.

Certain Properties of Generalized Fibonacci Graphs
Keywords Abstract: In this work, certain fundamental properties of generalized Fibonacci graphs
Graph theory, of degree k such as number of edges, planarity, diameter, radius, center, girth, etc. are

Generalized fibonacci graphs,
Incidence coloring

studied and by means of chromatic polynomials their chromatic numbers and chromatic
indexes are obtained. Additionally, the incidence chromatic number of generalized Fi-
bonacci graphs are also given.

1. Giris

Bu calismada, ilk olarak Golumbic ve Perl tarafindan
tanimlanan ve genellikle aglar (network) iizerinde hizli ve
verimli haberlesme amaciyla kullanilan genellestirilmig
Fibonacci ¢izgeler ele alinmistir ([1]). Golumbic ve Perl
caligmalarinda verilen m ve n tamsayilar icin m kenarli,
n kose noktali, dongii icermeyen yonli bir ¢izgenin r ve s
kose noktalari i¢in r ile s arasindaki farkli yollarin sayisini
maksimize etme problemini ele almiglardir. Bu prob-
lemin bir ¢oziimii olarak da Fibonacci ¢izgeleri tanim-
lamiglardir. [2] ile verilen calismada yazarlar, mertebesi
2n olan Knodel ¢izgeleri belirlemek icin bir algoritma sun-
mugtur. Ayni caligmada Fibonacci cizgeler de ele alin-
mig, Knodel ve Fibonacci cizgelerin aglar iizerinde ver-
imli haberlegsme amaciyla kullanimi incelenmistir. Daha
kesin bir ifadeyle soylemek gerekirse, [2] calismasinda n
kose noktali bir ag tizerinde birbirine komsu kdse nokta-
lar arasindaki es zamanli haberlesme ele alinmistir. Ayni
anda yapilan tiim haberlesmelerin kiimesi bir dilim olarak
tanimlanmig ve dilimlerin sayisin1 minimum yapma prob-
lemi incelenmigtir. [3] ile verilen caligmada da bu dil-
imlerin sayis1 ile Fibonacci sayilar1 arasindaki iligkiler
incelenmigtir. [4] ile verilen calismada aragtirmacilar
stokastik aglar iizerinde kaynaktan hedefe ¢alisir bir yol
bulma olasiligin1 hesaplama problemi olarak bilinen sz-
baglantililik problemini Fibonacci ¢izgeler lizerinde ele
alarak, ¢oziim icin bir metot sunmuslardir. [5] ile ver-
ilen caligmada ise n kdse noktali {iciincii meretebeden
genellestirilmis Fibonacci ¢izgelerin mincut kiimelerinin
yapist arastirtlmig ve bu kiimenin eleman sayisi i¢in bir
formiil verilmistir. Genellestirilmis Fibonacci ¢izgeler her
ne kadar aglar iizerinde haberlesme amaciyla kullaniliyor
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olsa da, kimya alaninda da ¢esitli uygulamalar1 mevcuttur
(bkz. [6-8]).

Caligmanin ilk boliimiinde k. dereceden genellestiril-
mig Fibonacci cizgelerin tanimi verilerek, bu c¢izgele-
rin kenar sayisi, diizlemselligi, ¢api, yarigapi, merkezi,
kalinlig1 (girth) ve cevresi gibi ¢esitli ozellikleri incelen-
mistir. Ikinci boliimde genellestirilmis Fibonacci gizgele-
rin kromatik polinomu bulunarak bu polinom yardimiyla,
k. dereceden genellestirilmis Fibonacci gizgelerin kro-
matik sayisit ve kromatik indeksi hesaplanmigtir. Calig-
manin iiglinci bolumiinde baglilik cizgesi (incidence
graph) tanimlanarak genellestirilmis Fibonacci ¢izgelerin
baglilik kromatik sayilar1 (incidence chromatic number)
hesaplanmigtir.  Son boliimde ise elde edilen sonuglar
siralanmusgtir.

k. dereceden genellestirilmis Fibonacci ¢izge asagidaki
sekilde tanimlanir.

Tanmm 1.1 ([1]). Kose noktalarinin sayisi n olan, k.
dereceden genellestirilmig Fibonacci ¢izge, kose noktalari
kiimesi V = {1,2,...,n} olan ve kenarlar kiimesi

E={{uv}:uveVvelu—v| <k}

seklinde tanimlanan bir ¢izgedir ve genellikle F;,(k) sim-
gesiyle gosterilir (bkz. Sekil 1).

Eger k = 2 ise Fy(k) ¢izgesine 6zel olarak Fibonacci ¢iz-
gesi denir.

Aglar iizerinde haberlesme amaciyla kullanilan bir bagka
cizge de Fibonacci kiip olarak bilinen ¢izgelerdir. Fi-
bonacci kiipler, hiperkiip cizgelerin bir alt ¢izgeleridir ve
kose noktalarinin kiimesi ardigik 1 icermeyen #n-bitlik bi-
nary string ifadeler, kenarlarinin kiimesi ise aralarindaki
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Sekil 1. F;(2) Fibonacci ¢izgesi ve 3. dereceden F;(3)
genellestirilmis Fibonacci cizgesi

Hamming uzaklik 1 olan kdse noktalar arasina cizilen
kenarlarla tanimlanir. Fibonacci ¢izgeler ile Fibonacci
kiipler arasinda isim benzerliginin digsinda dogrudan bir
baglant1 bulunmamaktadir. Fibonacci kiipler ile ilgili kap-
saml1 bir inceleme [9] ile verilmisgtir.

Genellestirilmis Fibonacci ¢izgelerin aglar iizerinde
haberlesme amaciyla kullanilmasinin baglica nedeni, bu
cizgelerin Hamiltonian olmalaridir. Gergekten de, k > 2
olmak iizere k. dereceden genellestirilmis bir Fibonacci
cizgesinde n tek ise

1-2—=4—...5n—-1)=>n—>(n-2)—...>3 =1,
n cift ise
15224 ... 5n—>n-1)»(n-3)—>...—23—=>1

dongiileri bir Hamilton dongiisii olusturur.

P, ve K,, sirastyla n kose noktal1 yol ve tamgizgeyi goster-
mek iizere, yukaridaki tammdan F,(1) 2 P, ve k > n—1
icin F;,(k) = K, olur.

Ayrica, A(G) bir G ¢izgesinin en biiyiik dereceli kdse nok-
tasimin derecesini, 6(G) ise G ¢izgesinin en kiigiik dere-
celi kose noktasinin derecesini gostermek iizere

| 2k , k<n/2ise
A(Fa (k) = { n—1 , k>n/2ise
ve
k , k<nise
6(F"(k)):{ n—1 k> nise

olacagi aciktir. Buradan [1] de verilen kenar sayis1 formii-
lii El Sikisma Teoremi yardimiyla agagidaki gibi de elde
edilebilir.

Onerme 1.2. k. dereceden Fy,(k) genellestirilmis Fi-
bonacci ¢izgesi icin
2n—k—-1)k

2

olur. Burada |E| ile F, (k) ¢izgesinin E kenarlar kiimesinin
eleman sayisi gosterilmektedir.

E| =

Kanit. F,(k) cizgesinin kose noktalarinin dereceleri ince-
lendiginde dereceleri k, k41, k+2, ..., 2k— 1 olan ikiger
tane kose noktasi vardir. Geriye kalan (n — 2k) tane koge
noktasinin derecesi ise 2k olur. O halde El Sikisma Teore-
minden (Handshaking Lemma, bkz. [10])

2k+2(k+1) 4+ +2(2k— 1) + (n—2k)2k

Bl = -
B (3k% — k) + 2k(n — 2k)
B 2
. (2n—k—-1)k
2
sonucu elde edilir. L]

Sonug 1.3. Eger n > 4 ise k = 1,2,3 icin F,(k) cizgesi
diizlemsel, k > 4 icin ise F,(k) cizgesi diizlemsel degildir.
Eger n < 4 ise her k icin F,(k) ¢izgesinin diizlemsel
oldugu agiktir:

Kanit. Eger n kdse noktali, m kenarh bir ¢izge diizlemsel
ise m < 3n — 6 esitsizligi gecerlidir (bkz. [10]). Ancak
Onerme 1.2 kullanilacak olursa, k > 4 icin bu esitsizligin
saglanmadig goriiliir. O halde k > 4 i¢in F,(k) ¢izgeleri
diizlemsel olamaz.

Diger taraftan, k = 1 igin F,(k) = P, oldugundan ve
k =2 icin F,(k) cizgesi Sekil 2 ile verildigi bicimde
cizilebildiginden F, (1) ve F,(2) cizgeleri diizlemseldir.

2 4 6 8 10

L] L] [ ] [ ] [ ]

1 3 5 7 9
Sekil 2. Fjy(2) ¢izgesinin diizlemde kenarlari kesismeye-
cek sekilde bir ¢izimi

Son olarak, k = 3 ise Fy(k) ¢izgesi diizlemde kenarlari
kesismeyecek sekilde agsagidaki yontem kullanilarak
cizilebilir (bkz. Sekil 3):

Once kose noktalari 1, 2 ve 3 ile adlandirilan F3(3) (K3
tamcizgesi) c¢izgesini ¢izelim. Daha sonra bu ii¢genin
icerisinde bir nokta isaretleyelim ve onu 4 ile adlandiralim.
4 ile adlandirilan kose noktasindan 1, 2 ve 3 ile ad-
landirilan kdse noktalarina birer kenar cizelim. Bdoylece
F4(3) cizgesini (K4 tamgizgesi) elde ederiz. Daha sonra
kose noktalar1 2, 3 ve 4 olarak adlandirilan tiggenin i¢in-
den bir kdse noktasi se¢ip onu da 5 ile adlandirip bu kose
noktasini 2, 3 ve 4 ile adlandirilan kdse noktalar ile bir-
lestirir ve bu sekilde devam edersek F;(3) ¢izgesi diizlem-
de kenarlar1 kesismeyecek sekilde ¢izilmis olur. O

VAN

Sekil 3. F;,(3) cizgesinin diizlemde kenarlari kesismeden
cizilebilmesi i¢in bir yontem

[ OS]

G tekparca (connected) bir ¢izge ve v, G ¢izgesinin her-
hangi bir koge noktast olsun. v kdse noktasinin £(v) dig
merkezligi (eccentricity) G c¢izgesinin tiim koge nokta-
larinin v k6se noktasina uzakliklarinin maksimumu olarak
tanimlanir. Bu tanim yardimiyla bir G ¢izgesinin D(G)
capt, G ¢izgesinin tim v kose noktalar: iizerinden £(v)
degerlerinin maksimumu, R(G) yaricap ise €(v) deger-
lerinin minimumu olarak tanimlanir. G ¢izgesinin £(v) =
R(G) kosulunu saglayan kose noktalarinin kiimesine G
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cizgesinin merkezi denir ve C(G) ile gosterilir. Bir G ¢iz-
gesi igerisindeki en kisa dongiintin uzunluguna G c¢izge-
sinin kalinlig1 (girth) denir ve g(G) ile gosterilir. G ¢iz-
gesindeki en uzun dongiiniin uzunluguna ise G ¢izgesinin
cevre uzunlugu denir ve ¢(G) ile gosterilir. Eger G ciz-
gesi dongii icermiyorsa (acyclic), G cizgesinin kalinligt
ve ¢evre uzunlugu tanimli degildir.

Bu tanimlar 15181nda genellestirilmis Fibonacci ¢izgelerin
asagida verilen ozellikleri sagladig1 kanitlanabilir.

Onerme 1.4. n> 3 ve k > 2 olmak iizere, k. dereceden
F, (k) genellestirilmis Fibonacci cizgesi icin asagidaki ifa-
deler dogrudur.

(Fu(k)) = [n/k],
(Fu(k)) [n/2k],
n/2,(n/2)+1} | ngiftise,
C(Fu(k)) { % ,44_1 éz} } , nfek ise, ’
(Fa(k)) = n,
(Fu(k))

= n
= 3.

Burada [x] simgesi x sayisina egit veya x sayisindan
biiyiik olan en kiiciik tamsayyt gostermektedir.

Kamit. k. dereceden F,(k) genellestirilmis Fibonacci
cizgeleri tamimu geregi tekparca cizgelerdir. F, (k) genel-
lestirilmis Fibonacci ¢izgesinde aralarindaki uzaklik en
biiyiik olan koge noktalar1 1 ve n ile adlandirilan kose nok-
talaridir. Bu kose noktalar arasindaki uzaklik ise

1= (1+k)—(1+2k)—> (143k)—...—n
yolunun uzunluguna esittir. Bu yolun uzunlugu da [n/k]
oldugundan D(F;,(k)) = [n/k] olur.
Benzer sekilde Fy (k) ¢izgesinin yarigapi, 1 ve [(n+1)/2]
ile adlandirlan koge noktalari (ya da [n/2] ve n ile ad-
landirilan koge noktalari) arasindaki uzakliga esit olur. Bu
uzaklik da

1= (1+k)—>(1+2k)—...—= [(n+1)/2]
yolunun uzunluguna esit oldugundan ve bu yolun uzun-
lugu da [n/2k| oldugundan R(F,(k)) = [n/2k] olur. Bu-
radan

{n/2,(n/2)+1} , ngiftise,
C(Fn(k)){ {(n+1)/2} , nfekissg,

oldugu da elde edilmis olur.

Yukarida verilen Hamilton dongiisii F,(k) cizgesi igeri-
sindeki en uzun dongiidiir. Bu dongiiniin uzunlugu da n
oldugundan Fy(k) ¢izgesinin ¢evresinin uzunlugu n olur.
Son olarak 1 — 2 — 3 — 1 dongiisii F,(k) icindeki en
kisa dongii oldugundan g(F,(k)) = 3 olur. O

2. Genellestirilmis Fibonacci Cizgelerin Kromatik
Sayilari

Bu boliimde k. dereceden F, (k) genellestirilmis Fibonacci
cizgelerinin Pp, () (¢) kromatik polinomlar1 hesaplanarak
bu polinomlar yardimiyla, F,(k) ¢izgelerinin kromatik
sayilar1 ve kromatik indeksleri elde edilmigtir.

Onerme 2.1. Py, (1), F(k) genellestirilmis Fibonacci
cizgesinin kromatik polinomunu gostermek tizere,

Pry (1) = 1(1 = 1) (1 =2)(t =3) - (1= k)"

olur.

Kamt. Pp,(t) polinomu k. dereceden Fy(k) genellesti-
rilmig Fibonacci ¢izgesinin ¢ renk ile komgu kdse noktalar
farkli renklerde olacak sekilde kag farkli bicimde boyana-
cagini gosterir.

F,(k), cizgesinin ¢ farkl renk ile kag farkl sekilde boya-
nabilecegini hesaplamak i¢in 1 ile adlandirilan kose nok-
tasindan baglayarak koge noktalar1 boyayalim.

1 ile adlandirilan kose noktasi ¢ farkli renkten herhangi
birisi ile boyanabilir (bkz. Sekil 4). Diger taraftan 2,
3, ..., 1+ k ile adlandirilan kose noktalar1 ise hem 1
kose noktasi ile hem de birbirleriyle komsu olacagindan
sirasiyla geriye kalan t — 1,7 —2, ..., t — k farkli renk ile
boyanabilir.

Geriye kalan kose noktalar1 ise 2 + k kose noktasindan
baslanarak boyanacak olursa, 2+ k kose noktas1 daha once
boyanmis olan 1 kdse noktasi ile komsu degil ancak diger
boyanmis & tane koge noktasiyla komgudur. Buradan 2+ k
ile adlandirilan koge noktasi 1 kose noktasinin boyandigi
renkle de boyanabilir. Yani 2+ k ile adlandirilan kdse nok-
tast icin de  — k renk segenegi soz konusudur.

Benzer sekilde 3 + k£ kose noktas: daha once boyanmig
1 ve 2 ile adlandirilan kose noktalariyla komsu degil
ancak diger boyanmig k tane koge noktasiyla komsudur.
Dolayisiyla 3 + k ile adlandirilan koge noktasi icin de r — k
renk segenegi soz konusu olur. Boyle devam edilecek

olursa istenen sonug elde edilir. O]
(] [ ] [ ] [ ) [ ) L) ) L]

1 2 3 4 5 6 7 8

o ) oy [ ) [

Sekil 4. Fg(3) Genellestirilmis Fibonacci ¢izgesinin
Pr3)(t) = t(t = 1)(t —=2)(t — 3)° kromatik polinomu-
nun hesaplanigi

Sonug 2.2. Bir G ¢izgesi diizlemsel ise Pg, G nin kromatik
polinomunu gostermek iizere Pg(4) > 0 olur (bkz. [10]).
Ancak Onerme 2.1 kullamilirsa, k > 4 icin PFn(k) 4)=0
olacagindan k > 4 iken F,(k) Fibonacci cizgesinin diiz-
lemsel olamayacag Sonug 1.3 den farkly olarak bir baska
sekilde daha kanitlannug olur.

Bir G c¢izgesinin kose noktalar1 komgu noktalar farkli
renklerde olacak sekilde ¢ farkli renk ile boyanabiliyorsa
G cizgesine f—renk boyanabilirdir denir. Eger G cizgesi
r-renk boyanabilir ancak (¢ — 1)-renk boyanabilir degilse,
G ¢izgesinin kromatik sayisi ¢ olur ve X(G) = ¢ seklinde
gosterilir.

Benzer olarak, bir G cizgesinin kenarlar birbirine komsu
kenarlar ayn1 renkte olmayacak sekilde ¢ farkli renkte bo-
yanabiliyor ancak (# — 1) renkle boyanamiyorsa, G c¢iz-
gesinin kromatik indeksi #’dir denir ve bu durum x'(G) =
t seklinde gosterilir.

Bu tanimlar 15181nda agagidaki sonuglar ifade edilebilir.
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Sonug 2.3. Egern > kise X(F,(k)) =k+1 olur.

Kamt. Onerme 2.1 kullamilacak olursa, Py, (k) = 0 ve
Pg oy (k+1) = (k+1)-k-(k—1)---2-1% 0 oldugundan
istenen sonug elde edilir. O]

Vizing Teorem yardimiyla genellestirilmis Fibonacci ¢iz-
gelerin kromatik indeksi i¢in

A(Fa(k) < X' (Fa(k)) < A(Fy(k)) +1
esitsizligi verilebilir (bkz. [10]). Buradan k < n/2 ise
2k < X' (Fu(k)) < 2k+1

esitsizligi gegerli olur. Asagidaki onerme ise X'(F,(k))
kromatik indeksinin kesin degerini vermektedir.

Onerme 2.4. Egern>3vek <n/2 ise
X (F(k)) = 2k
olur.

Kamit. Vizing Teoremden k. dereceden F,(k) genelles-
tirilmis Fibonacci ¢izgesinin tiim kenarlarim komsu ke-
narlar farkli renklerde olacak sekilde boyamak i¢in en az
2k renk gerekir. O halde 2k renk kullanilarak ¢izgenin tiim
kenarlar1 i¢in uygun bir boyama verilirse x'(F,(k)) = 2k
olur.

F, (k) genellestirilmig Fibonacci ¢izgesinin tiim kenarlari
2k renk ile komsu kenarlar farkli renklerde olacak sekilde
asagidaki yontem kullanilarak boyanabilir (bkz. Sekil 5):

1. Adm {1,2}, {2,3}, ..., {n— 1,n} bicimindeki ke-
narlar sirastyla alterne olarak 1. ve 2. renk ile bo-
yansin. Bu durumda hi¢ bir komsu kenar ayn1 renk
ile boyanmamus olur.

2. Adim {1,3}, {2,4},{3,5}, ..., {n—2,n} bigimindeki
kenarlar ise artik 1. ve 2. renk ile boyanamaz. Bu ke-
narlar ikiger ikiser komsu olmadigindan sirastyla 3.
ve 4. renk ikiger kez kullanilarak boyansin. Yani,
{1,3}, {2,4} kenarlar1 3. renkle, {3,5}, {4,6} ke-
narlar1 ise 4. renkle boyansin ve bu sekilde 3. ve 4.
renkler her iki kenarda bir degistirilerek kullanilsin.

3. Adim Yukanidakine benzer olarak, {1,4}, {2,5},
{3,6}, ..., {n—3,n} kenarlan ise artik 1., 2., 3. ve
4. renk ile boyanamaz. Bu kenarlar da iicer iiger bir-
birleriyle komsu olmadigindan sirastyla her ii¢ kenar,
ic kenarda bir 5. ve 6. renk ile boyansin.

4. Adim Boyle devam edilecek olursa {1,1+k}, {2,2+
k}, {3,3+k}, ..., {n— k,n} bicimindeki kenarlar
da artik 1., 2., ..., 2k-2. renk ile boyanamaz. Bu
kenarlar da yukaridakine benzer olarak her k kenarda
bir sirastyla (2k— 1). ve (2k). renk ile boyansin.

Boylece, F, (k) cizgesinin tim kenarlar1 komgu kenarlar
farkl1 renklerde olacak sekilde 2k renk ile boyanmisg olur.
O

3. Genellestirilmis Fibonacci Cizgelerin Baghhk
Kromatik Sayilari

Bu boliimde k. dereceden genellestirilmis Fibonacci ¢iz-
gelerin baglilik kromatik sayilar1 incelenmistir. Bir ciz-
genin baglilik boyamasi (incidence coloring) ilk olarak
Brualdi ve Massey tarafindan calisilmistir (bkz. [11]). Bir
G = (V,E) cizgesinin baglilik elemanlar (v,e) seklinde
sirali ikililerdir. Burada v € V ve e € E olmak iizere v
kose noktast e kenarinin bir u¢ noktasidir. G ¢izgesinin
tiim baglilik elemanlarinin kiimesi genellikle /(G) simge-
siyle gosterilir.

Eger agagidakilerden biri saglaniyorsa (v,e) € I(G) ve
(w, f) € I(G) baghlik elemanlart komsudur:

iLv=w,
ii. e=f,
iii. {v,w} kenari e ya da f kenariyla aymidur.

Bir G cizgesinin k-baglilik boyamasi diye, X kiimesi
k farkli renkten olusan bir kiime olmak iizere, komsu
baghlik elemanlarin farkli renklerle eslendigi I(G)
kiimesinden X kiimesine tanimli bir 0 fonksiyonuna denir.
G cizgesinin baglilik kromatik sayist ise G ¢izgesinin k-
baglihk boyanabildigi en kiigiik k sayisidir ve X;(G) ile
gosterilir.

Verilen keyfi bir ¢izgenin baglilik kromatik sayisini bul-
mak i¢in kolay bir yontem bulunmamaktadir. Ancak
bagta Brualdi ve Massey olmak iizere cesitli arastirma-
cilar tarafindan bazi 6nemli sonuclar elde edilmigtir (bkz.
[11]). Brualdi ve Massey verilen herhangi bir G ¢izgesi
icin agagidaki sonuglarin gegerli oldugunu gostermistir:

Xi(G) > A(G)+1, (1)
Xi(G) < 2A(G), 2)
Xi(Ky) = n, (n>2) 3)
Xi(Knn) = m+2, (m>n>2) “4)
X(T) = AT)+1 5)

(T, n > 2 kose noktal bir agag).

Brualdi ve Massey ayrica X;(G) < A(G) + 2 esitsizliginin
gecerli oldugu varsayiminda da bulunmuslardir. Ancak
Guiduli x;(G) > A(G) + Q(logA(G)) oldugunu gostere-
rek bu iddianin dogru olmadigini kanitlamistir (bkz. [12]).
Cesitli ¢izgelerin baghilik kromatik sayilarini hesaplan-
mak iizere cok sayida calisma yapilsa da, baglilik boyama,
cizge kuraminda halen yogun olarak ¢aligilan konulardan
biridir (bkz. [11-17] ve referanslari).
Yukaridaki tamimlar yardimiyla k. dereceden F; (k)
Fibonacci ¢izgeleri igin X;(F;,(k)) sayilarmin degerleri
asagida hesaplanmaktadir.
Eger k = 1 ise F,(1) = P, oldugundan
2 , n=2ise
Xi(Fa(k) = { 3, n>2ise

oldugu goriilebilir. Ayrica, k > n— 1 i¢in F,(k) = K,
oldugundan (3) esitliginden X;(F,(k)) = n olur.

Teorem 3.1. k < n/2 igin X;(F,(k)) =2k+1 olur.
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Sekil 5. F;(3) Genellestirilmis Fibonacci ¢izgesinin 6-renk kullamlarak elde edilen bir kenar boyamasi
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Sekil 7. I(F5(2) ¢izgesinin Sekil 6 ile verilen boyamasi kullanilarak I(F5(2)) ve I(F;7(2)) cizgelerinin 5 renkle uygun

boyamalarinin elde edilisi
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Sekil 6. I(F5(2)) icin bir uygun boyama 6rnedi

Kanit. Kanitin kolay anlagilmasi i¢in once k = 2 igin
baglilik cizgelerin nasil boyanacagi gosterilip, daha sonra
genel durum icin kanit verilecektir. Eger k =2 ise n > 4 ol-
malidir. O zaman 6nce n =5 igin esitligin dogru oldugunu
yani, X;(F5(2)) =5 oldugunu gosterelim.

A(F5(2)) = 4 oldugundan ve (1) esitsizlifinden
Xi(F5(2)) > 5 olmalidir.  Ancak Sekil 6 ile I(Fs5(2))
baghilik ¢izgesinin 5 renk kullanilarak bir boyamasi
verildiginden X;(F,(2)) =5 elde edilir. Sekil 6 igerisinde
kullamlan gosterimi  (u, {u,v})
baglilik elemaniin 1. renk ile boyandigin1 gostermekte-
dir.

Simdi n > 5 icin de esitligin gecerli oldugunu gosterelim.
F5(2) cizgesine 6 ile adlandirilan yeni bir kose noktasi ek-
lenip, bu kose noktasiyla 4 ve 5 ile adlandirilan kdse nok-
talar1 arasina birer kenar ¢izilirse, F4(2) cizgesi elde edilir.
Her n > 5 icin F;,(2) ¢izgesi bu sekilde elde edilebilir.

O halde I(F4(2)) ¢izgesini boyamak i¢in Sekil 6 ile ver-
ilen boyamaya ek olarak (5,{5,6}), (6,{5,6}), (4,{4,6})
ve (6,{4,6}) baghlik elemanlarinin boyanmas yeterlidir.
Bu baglilik elemanlarindan (4,{4,6}) 6gesinin boyan-
abilecegi tek renk vardir (1. renk). (4,{4,6}) 68esi bu
renk ile boyandiktan sonra (6,{4,6}) 6gesinin de boy-
anabilecegi geriye tek renk kalir (4. renk). Geriye
kalan (5,{5,6}) ve (6,{5,6}) baghlik elemanlar1 sirastyla
(4,{4,6}) ve (4,{4,5}) 6geleri ile aym renkte boyanacak
olursa I(Fg(2)) i¢cin uygun bir boyama elde edilmis olur.
Bu sekilde devam edilecek olursa her n > 5 igin I(F;,(2))
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baghilik cizgesinin 5 renk ile uygun bir boyamas: elde
edilmig olur (bkz. Sekil 7).

k = 2 i¢in anlatilan bu yontem keyfi k < n/2 i¢in de ben-
zer sekilde genellestirilebilir. Once, I(Fy1(k)) baglilik
¢izgesi i¢in uygun bir boyama verilip, daha sonra her se-
ferinde yukarida uygulandig: gibi Foy 1 (k) cizgesine yeni
kose noktalar1 eklenerek elde edilen ¢izgelerin baglilik el-
emanlar1 anlatilan yontemle boyanarak I(F,(k)) cizgesi
i¢in de bir uygun boyama elde edilmis olur.

I(Fory1(k)) cizgesi icin 2k + 1 renkle uygun bir boyama
ise su sekilde elde edilebilir: u € V. ={1,2,...,2k+1} ve
veV ={1,2,...,2k+ 1} kodse noktalar1 igin (u,{u,v}) €
I(Fop41(k)) baghlik elemanlar u. renk ile boyanirsa, tim
komgu baglilik elemanlar1 farkli renkte boyanmis olur.
Ornegin, Sekil 6 ile verilen I(F5(2)) gizgesinde (3,{1,3}),
(3,{2,3}), (3,{3,4}) ve (3,{3,5}) elemanlar1 3. renk ile
boyanmustir.

Boylece k < n/2 icin I(F,(k)) baghlik ¢izgesi 2k+ 1 renk-
le boyanabildiginden X;(F,(k)) =2k + 1 olur. O

4. Tartisma ve Sonug

Bu caligmada once k. dereceden F, (k) genellestirilmig
Fibonacci ¢izgelerin El Sikisma Teoremi yardimiyla ke-
nar sayist hesaplanmistir. Hem kenar sayisi, hem de
elde edilen kromatik polinom yardimiyla bu ¢izgelerin
hangi k sayilari i¢in diizlemsel oldugu belirlenmistir. Yine
kromatik polinomlar kullanilarak bu ¢izgelerin kromatik
sayilar1 bulunmus, kromatik indeksleri de ayrica hesaplan-
migtir. Baglilik kromatik sayisimin kesin degeri k < n/2
icin verilmekle birlikte, kanitta sunulan yontem sayesinde
baglilik ¢izgenin baghilik elemanlarinin ne sekilde boyan-
masi gerektigine dair bir yontem de sunulmugtur. Bunlara
ek olarak k. dereceden genellestirilmig Fibonacci ¢izgele-
rin cap, yarigap, merkez, kalinlik, vb. temel 6zellikleri de
arastirilmasgtir.
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